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* Reclproque  thm Rissn :
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* “Then PLO)U-\\OV\ :

Théoréme de la projection sur un convexe complet — |l existe une unique application P de E dans
C, dite projection sur le convexe, qui a x associe le point Pg(x) de C, tel que la distance de x a C soit
égale a celle de x & Pg(x). Le vecteur Pg(x) est I'unique point de C vérifiant les deux propositions

équivalentes :

(1) vyeC |lz— Pe(x)l <z —yl,
(2) Yyel {(xz—Ps(z),y— Po(z)) <0.
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o Existence et unicité de Pg(x) vérifiant (1) :
Soient d la distance entre x et C et pour tout entier n > 0, Fp l'intersection de C et de la boule fermée
de centre x et de rayon & + 1/n. D'aprés le théoréme des fermés emboités, il suffit de démontrer que
le diametre de Fj tend vers 0. Or si y et z sont deux points de Fp, d'aprés lidentit¢ du
parallélogramme,

4(6+1/n)* 2 2lly — =l + 2z — 2|® = |y + 2 — 22| + [ly — 2|,
ce qui se réécrit :
y+z 2
2

En remarquant que le milieu de y et z est un point de C donc a une distance supérieure ou égale a &

Iy 2l < 45+ 1/m) - 4

de x, on obtient :

86 4
ly = 2lI* < 4(6+ 1/n)* —48% = — + —,
n n2
ce qui conclut.

(1) implique (2) :
Soient y un élément de C et 6 un réel compris entre 0 et 1, alors le barycentre 6 y + (1 — 08) Pg(x),
élément de C, est plus éloigné de x que Pc(x), d'aprés la propriété (1), donc :
2 2
|z — Pe(z)|” < [z — Pe(z) — 0(y — Po(z))]
On en déduit la majoration :
2 2
20 (z — Po(z), y — Po(z)) < 67|ly — Po(z)]|
II suffit alors de diviser par © puis de passer a la limite quand 6 tend vers 0 (par valeurs strictement

positives) pour obtenir le résultat.

(2) implique (1) :
lz — yl* = llz - Po(e)|* - 2(z — Pe(), y — Po(z)) + lly — Pe(@)* > |le — Po(z)|

Remarquons qu'ici, la convexité de C n'est pas utile.

4 ona:

Propriétés de la projection — La projection P¢ est

e idempotente : PcoP¢c = Pc;
¢ 1-lipschitzienne, c'est-a-dire que les images de deux points sont a une distance moindre que leurs
antécédents ;

e monotone au sens suivant :
Vei,z0 € K <Pc(:171)*Pc($2),$17$2> > 0.

o L'application P¢ est idempotente : En effet, si x est un élément de E, Pc(x) est élément du convexe
C, son image est donc lui-méme.

o L'application P¢ est « monotone » : C'est une conséquence directe du fait que (Pg(x1) — x1, Pc(x1)
— Po(x2)) et {Pc(x2) — X2, Pc(X2) — Pc(x1)) sont tous deux négatifs ou nuls. En sommant ces
deux inégalités on obtient que

(Po(21) — Po(x2), 21 — x2) > ||Po(z1) — Po(@2)|® > 0.
o ['application Pc est 1-lipschitzienne : se déduit aussi de la minoration ci-dessus, grace a l'inégalité

de Cauchy-Schwarz.

* Theen  Rise  comgld:

Théoreme — Soit £ un espace vectoriel normé réel. Les quatre propositions suivantes sont

équivalentes :

1. E est de dimension finie ;
2. toute partie bornée de E est relativement compacte (c'est-a-dire d'adhérence compacte) ;
3. la boule unité fermée de E est compacte ;

4. E est localement compact.
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